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Résumé

Ce sujet de thèse s'incorpore dans les domaines de recherche que sont l'optimisation combinatoire
et la programmation mathématique, avec des applications en recherche opérationnelle.

Cadre des formulations �Set covering� à nombre exponentiel de variables

Parmi les problèmes d'optimisation combinatoire issus de la Recherche Opérationnelle, plusieurs
problèmes bien di�érents reposent sur la structure commune suivante : la couverture d'un graphe par
des sous-graphes simples. C'est le cas par exemple du problème de tournées de véhicules qui est un
recouvrement par des cycles ou le problème de coloration qui est un recouvrement par des stables.
Cette structure, connue sous le nom de �Set Covering� en anglais, permet d'établir des formulations
par des programmes linéaires en nombres entiers (PLNE) ayant un nombre exponentiel de variables
par rapport à la taille du graphe : dans les exemples précédents, on considère ainsi une variable par
cycle ou par stable possible. Ces formulations peuvent être résolues de manière exacte ou approchée
par un ensemble de techniques basées sur le principe de génération de colonnes. Ce principe permet de
considérer un nombre réduit de variables dans des PLNE pouvant en comporter un nombre exponentiel.

De telles formulations ont plusieurs qualités. Elles contiennent un nombre limité de solutions
symétriques, ce qui permet de considérer des schémas de branchement e�caces pour la résolution
exacte. Et surtout elles proposent en général une bonne relaxation continue, ce qui permet également
d'espérer une bonne garantie expérimentale sur des solutions approchées. Un défaut bien connu des
méthodes de génération de colonnes dans ce cas de problèmes de couverture de graphes est la di�culté
de convergence de ces méthodes, parfois avec un gain de relaxation continue faible vis-à-vis d'autres
formulations.

Plusieurs travaux récents ont montré l'utilité d'ajouter des inégalités valides dans les formulations
de ces problèmes de couvertures, induisant ainsi un algorithme dit de Branch&Cut&Price [5, 6, 12].
Ces inégalités ont bien entendu un impact important sur la valeur de relaxation continue mais aussi
sur la convergence des méthodes de génération de colonnes. En e�et, elles réduisent la combinatoire
des problèmes à résoudre.

Étude polyédrale de ces formulations
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Les aspects combinatoires des problèmes de couvertures émargent en algorithmique et en théorie
des graphes avec un lien fort avec la programmation linéaire. Dans ce cadre, les approches polyé-
drales consistent à ramener la résolution d'un problème à celle d'un programme linéaire en étudiant le
polyèdre formé par l'enveloppe convexe de ses solutions. Les inégalités linéaires dé�nissant ce polyèdre
constituent un programme linéaire modélisant le problème. À moins que P=NP, il n'est pas possible
d'obtenir une description complète des inégalités linéaires du polyèdre P , cependant une description
partielle peut être su�sante pour concevoir des algorithmes de résolution e�caces. Ces approches ont
fait leur preuve pour la résolution de problèmes d'optimisation combinatoires NP-di�ciles.
Pourtant, elles ont été principalement étudiées pour des formulations à nombre compact de variables.
Ainsi une étude sur les formulations �Set covering� apparaît originale. Une raison de ce manque de
travaux est la di�culté de mise en ÷uvre des techniques dites de Branch&Cut&Price que nous pro-
posons d'étudier ici. Des travaux préparatoires [7, 11] ont proposé un cadre technique possible et ont
mis en évidence leur intérêt computationnel.

Une autre perspective sera envisagée au-delà de la résolution des formulations. Il s'agit de la
recherche de caractérisation de ces formulations pour des cas polynomiaux. En e�et, il existe de
nombreux cas d'instances -principalement pour les problèmes de graphes- où un problème NP-di�cile
devient polynomial : une façon d'aborder une étude de complexité est d'étudier le polyèdre de la
formulation dans un cas particulier. L'objectif de telles études, outre leurs intérêts théoriques propres,
est de pointer de nouveaux cas polynomiaux de problèmes NP-di�ciles, mais aussi des inégalités qui
seront très e�caces pour la résolution des problèmes en PLNE.
Plusieurs techniques polyèdrales sont envisageables : en particuliers les techniques de composition de
polyèdres et les caractérisations par l'aspect box-TDI. Dernièrement des travaux ont permis de carac-
tériser les cas box-TDI de problèmes de couvertures [4], ces formulations �Set covering� proposent un
champ d'étude neuf pour la mise en ÷uvre de ces résultats théoriques.

Trois sujets d'études applicatifs

Des travaux préliminaires ont permis d'estimer que les problèmes de couverture de graphes suivants
ont chacun une structure combinatoire particulière : il s'agit de trois problèmes classiques :

- la vaste problématique classique des tournées de véhicules (étudiés par l'équipe AOC du LIPN
[1, 3]). Dans ce cadre, des travaux récents [10] insistent sur l'importance de prendre en compte
des inégalités valides dans le problème maître,

- le problème classique de coloration de graphes où des instances de faibles dimensions proposées
par les librairies standards ne sont toujours pas résolues exatement [11],

- la problématique des coupes dans les graphes (e.g. Max-Cut [9]) et en particulier du problème
de la coupe laissant deux sous-graphes connexes, appelé le �bond problem� en anglais [2, 8].

Nous proposons de prendre ces trois problèmes comme sujet d'étude : ils sont à la fois représentatifs
de cette problématique de couvertures, excessivement présents en industrie et possèdent des librairies
d'instances validées dans la littérature.

Objectifs et résultats attendus

Les travaux de cette thèse se feront selon les deux objectifs suivants.

• Objectifs théoriques
Le premier objectif est une étude polyédrale des problèmes de couvertures de graphes dédiés à
chacun des trois problèmes cités. Il s'avère, pour le problème de coloration en particulier, que les
caractérisations des polyèdres associés contiennent des classes d'inégalités très repérables [11].
Plusieurs approches sont possibles pour cette étude : description �ne ou globale de ces inégalités,
caractérisation complète dans des cas de graphes particuliers, composition de polyèdres associés
à des sous-graphes, caractérisation par les aspects box-TDI...
Les études polyédrales évoquées proposent un cadre de problèmes non étudiés et pourtant bien
connus, ce qui intéressera la communauté théorique de mathématiques discrètes. Des publica-
tions dans des revues de mathématiques discrètes seront envisagées.
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• Objectifs pratiques
Le deuxième objectif est une étude algorithmique en programmation mathématique dont l'objectif
est d'adapter les algorithmes de génération de colonnes aux inégalités valides supplémentaires.
Plusieurs techniques ont été tentées dans la littérature récente pour des cas simples. L'objectif
est ici, à l'opposé, de prendre en compte les inégalités les plus utiles pour la relaxation, quitte
à ralentir la résolution des sous-problèmes ou à devoir utiliser des encadrements en cas de non-
convergence.
Ces techniques étant très utilisées en industrie, les travaux issus de cette thèse seront partic-
ulièrement appréciés. D'une part, des publications en revues de recherche opérationnelle et de
programmation mathématique seront envisagés. D'autre part, les techniques seront à valoriser
dans des partenariats industriels à la suite de la thèse.

Ces deux tâches, l'une théorique et l'autre algorithmique, ont l'ambition de proposer une meilleure
compréhension de l'utilisation d'inégalités valides pour les formulations par couverture de graphes en
génération de colonnes.

Connaissances et compétences requises.

Le candidat devra avoir de solides connaissances en programmation mathématique et en recherche
opérationnelle et une grande maîtrise des approches polyédrales. Une expérience en développement,
notamment le développement de méthodes de programmation mathématique (relaxation Lagrangi-
enne, génération de colonnes, génération de contraintes), sera également recherchée.
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